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Abstract — After recalling the definition of connectivity spaces and some 
of their main properties, a way is proposed to represent finite connectivity spaces 
by directed simple graphs. Then a connectivity structure is associated to each 
tame link. It is showed that all spaces of a certain class (the iterated Brun- 
nian ones) admit representations by links. Finally, I conjecture that every finite 
connectivity space is representable by a link. 

Resume — Representation des espaces connectifs finis — Apres avoir rap- 
pele la definition des espaces connectifs et certaines de leurs principales pro- 
prietes, nous proposons une facon de representer les espaces connectifs finis par 
des graphes simples orientes, puis nous associons a tout entrelacs une structure 
connective. Nous montrons que tout espace d'une certaine classe (les espaces 
brunniens iteres) admet une representation par entrelacs, et nous conjecturons 
finalement que tout espace connectif fini est representable par entrelacs. 
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II est remarquable qu 'une figure aussi simple 
que celle du noeud borromeen n'ait pas servi de 
depart a - une topologie 

Jacques Lacan [1] 



Introduction 

A notre connaissance, la notion d'espace connectif a d'abord ete introduite 
en 1981 par Borger [2j [3], dans le cadre de la theorie des categories. Elle a ete 
redecouverte, de fagon independante, en 1988 par Matheron et Serra [fj dans le 
cadre de leurs recherches en morphologie mathematique, puis par nous-meme 
en 2003 E], a partir d'une reflexion sur la nature topologique du jeu de go. 

*Stephane DuGOWSON, dugowson@ext.jussieu.fr. 
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Fig. 1 - Entrelacs borromeen 



Or, l'une des structures connectives parmi les plus simples, si elle n'est pas 
celle d'un espace topologique ni celle d'un graphe, presente une analogic evidcntc 
avec l'entrelacs borromeen (figure [T]). Dans cet article, nous nous proposons de 
donncr une forme mathematique precise a cette analogie en associant a tout 
entrelacs un espace connectif fini (section [3]) . Nous montrons alors que toutes 
les structures connectives que nous appelons brunniennes iterees sont associees 
a des entrelacs, et nous conjecturons finalement fsection l3.ip que toute structure 
connective finie est celle d'un entrelacs. 

Auparavant, afin de disposer d'outils permettant une description aussi simple 
que possible des espaces connectifs, nous introduisons dans la section [2] les no- 
tions de partie connexe irreductible (section 12.11) . de graphe generique (sec- 
tion 12. 2| ). et de families connectivement libres de parties d'un ensemble (sec- 
tion 12. 3[) . Nous signalons aussi certains resultats quant au denombrement des 
espaces connectifs finis ayant au plus six points, notamment ceux obtenus en 
2002 par Wim van Dam [7j [8] qui donne en particulier lieu a une suite de 
nombres premiers dont les cinq premiers termes — les seuls connus a ce jour — 
presentent une progression tres rapide [9] . 

La section Q] rappelle la definition de la categorie des espaces connectifs et 
ses principales proprietes. 

L'article est illustre par plusieurs figures. Toutes les representations d'entre- 
lacs ont ete produites a l'aide du logiciel KnotPlot de Robert G. Scharein [10] . 



Notations utilisees. Pour tout ensemble X, on note V{X) l'ensemble des parties 
de X, et card(X) le cardinal de X. On note X n l'ensemble {1, . . . , n}. Etant 
donne un ensemble AC de parties d'un ensemble X, on notera AC* l'ensemble de 
ces parties ayant au moins deux elements : AC* = {K G JC,card{K) > 1}. Pour 
tout ensemble X, on pose T(X) = V(X)* . Les symboles d'inclusion C et D sont 
pris au sens large. 



1 Rappels sur les espaces connectifs 

Definition 1 (Espaces connectifs) Un espace connectif est un couple X = 
(X, IC) forme d'un ensemble X et d'un ensemble K. de parties non vides de X 
tel que 

VI e V{K), p| K ^ (J K g AC. 
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L 'ensemble X est le support de X, V ensemble K, est une structure connective 
sur X et ses elements sont les parties connexes ou parties connectees de I 'espace 
connectif X. Nous dirons d'un espace connectif qu'il est integre si tout singleton 
est connecte. Un morphismc connectif, ou application connective, d'un espace 
connectif (X, K,) vers un autre (Y, C) est une application f : X — » Y telle que : 

VK g K, f(K) e C. 

Dans la suite de cet article, tous les espaces connectifs considered seront 
supposes integres. Pour un tel espace (X, /C), X est entitlement determine par 
la donnee de K, puisque X = {J Kefc K, tandis que K est determine par la donncc 
de X et de K*, puisque K, = \J x&x {{x}} u IC *- 

Theoreme 1 (Composantes connexes) Pour tout espace connectif (integre) 
non vide, les composantes connexes, c 'est-a-dire les parties connexes maximales, 
forment une partition. 

Demonstration. L'espace etant integre, tout point appartient a une partie connexe 
maximale, a savoir l'union des connexes qui conticnncnt ce point. De plus, les 
parties connexes maximales sont trivialement deux a deux disjointcs. 

□ 

Proposition 2 Ordonne par I'inclusion, I 'ensemble K(X) des structures connec- 
tives (integres) sur un ensemble donne de points X constitue un treillis complet. 

La categorie des espaces connectifs integres constitue en fait ce que nous 
avons appele une categorie a treillis de structures [5], de sortes qu'elle ad- 
met toutes limites et colimites. C'est une categorie topologique, non cartesienne 
fermee [3] mais monoi'dale fermee [HJ E] ■ 

De la propositon precedente, il decoule que tout ensemble A de parties de X 
est contenue dans une plus petite (plus fine) structure connective (integre) [A] 
sur X . Le theoreme suivant (dans lequel loq designe le plus petit ordinal infini) 
conduit a appeler [A] la structure connective (integre) engendree par A. 

Theoreme 3 (Engendrement des structures connectives) Soit X un en- 
semble, et Ao un ensemble de parties de X . II existe un ordinal cyq inferieur ou 
egal a loq + 1 tel que 

[Ao] = ^ aa (A a ), 

oil, pour tout ordinal a > 1, ty a est V application de V(V(X)) dans lui-meme 
definie par induction pour tout A G V(V(X)) par 

. = 9(A) = {Ae V(X),3C C A, f] Le c L^%etA = \J LeC L}. 

• Si a est un ordinal limite,9 a (A) = U/3< Q 9@(A). 

Demonstration. Voir [5J, p. 11 - 13. 

□ 



3 



Definition 2 L 'union brunnienne Y, d'une famille non vide Y, = (Y^,/Q) 
d'espaces connectifs non vides est I'espace connectif X = (A, JC) de support 
X = |J i Yi ( union disjointe des supports Yi ), et dont la structure connective est 
obtenue en ajoutant aux connexes des Yi la partie pleine du nouvel espace : 

/c = U/Qu{x}. 

Definition 3 Pour tout entier n > 1, on appelle espace brunnicn a n points 
I'union brunnienne de n espaces reduits a un point. On appelle en particulier 
espace borromeen I'espace brunnien a trois points. On appelle structure brun- 
nienne (resp. borromeennej la structure connective de ces espaces. 

Ainsi, I'espace brunnien a n points est I'espace dont le support X comporte n 
points et dont la structure connective est la structure brunnienne JC caractcrisee 
par JC* = {X}. 

Espaces brunniens iteres. On definit par recurrence les espaces brunniens 
d'ordre r € N : un espace brunnicn d'ordre est un espace reduit a un point ; 
pour tout r, un espace brunnicn d'ordre r + 1 est I'union brunnienne d'un 
espace brunnien d'ordre r et d'un ou plusieurs autres espaces brunniens d'ordres 
inferieurs ou egaux a r. 

2 Representation par graphes simples orientes 

2.1 Espaces connectifs irreductibles 

Definition 4 Une partie connexe R d'un espace connectif est dite reductible si 
elle est I'union de deux parties propres connexes d'intersection non vide : 

R reductible <S> 3{K 1 ,K 2 ) G /C 2 , (Vt £ {1, 2}, Ki g R) et {K x n K 2 ^ 0). 

Une partie connexe non reductible est dite irreductible. Un espace connectif est 
dit irreductible si son support est un connexe irreductible. 

Proposition 4 Un espace connectif avec au moins deux points est irreductible 
si et seulement s'il est I'union brunnienne de certains de ses sous-espaces propres. 

Demonstration. Toute union brunnienne est clairemcnt irreductible. Rcciproquement, 
soit (X,fC) un espace connectif irreductible tel que card(X) > 2. Alors (X,JC \ 
{X}) est encore un espace connectif, dont les composantes connexes ont pour 
union brunnienne (X,JC). 

□ 

2.2 Graphe generique d'un espace connectif 

A tout espace connectif integre X = (X, JC) , on associe un graphe simple 
oriente G/c = (G/c,Aic) de la fagon suivante. L'ensemblc Gx des sommets de 
G/c est constitue des parties connexes irreductibles de X, y compris les sin- 
gletons. Les elements de G/c seront egalement appeles points generiques de X. 
L'ensemble Aic des aretes orientees de Gk; est forme des couples de points 
generiques distincts (a, b) tels que a D b et qu'il n'existe pas de point generique 
c distinct de a et de 6 tel que a D c D b. 
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Fig. 2 - Graphe generique de l'espace connectif borromeen 



Definition 5 Le graphe simple oriente Gjc es£ le graphe generique de l'espace 
connectif X. 

Proposition 5 Tout espace connectif (integre) fini (X, K,) est caracterise par 
son graphe generique (Gic,A/c). 

Remarque. L'hypothese de finitude est essentielle. Par exemple, la droite numerique 
usuelle n'admet que les singletons pour parties connexes irreductibles, et sa 
structure connective n'en est pas moins distincte de la structure connective 
discrete (i.e. la plus fine, pour laquelle les seuls connexes sont les singletons). 
Demonstration. Soit (X, K.) un espace connectif integre fini. On a X = lJ ueG(C u. 
Par ailleurs, on verifie par recurrence sur le cardinal (fini) des parties considerees 
que toute partie connexe de X est l'union des parties connexes irreductibles 
qu'elle contient, de sorte que K. — [Gjc], 

□ 

Exemples. 1. L'espace borromeen a trois points a, b, c admet quatre points gencriques, 
trois qui s'identifient aux points de l'espace, et un quatrieme, disons x, qui s'iden- 
tifie a l'espace entier. Son graphe generique est done represente par la figured 
2. L'espace connectif defini par 

X = {a, b, c, d} et K,* = {{a, b}, {b, c}, {a, b, c}, X}, 

a un graphe generique G^; qui comporte, outre les quatre singletons et le point 
generique x de l'espace, deux points generiques, disons u et v, s'identifiant res- 
pectivement aux connexes irreductibles {a, 6} et {&, c}. Notons que b, u, v et x 
forment un cycle du graphe considere, qui n'est done pas un arbre. 

Proposition 6 Un espace connectif fini est un espace brunnien itere si et seule- 
ment si son graphe generique est un arbre; de plus I'ordre du premier coincide 
alors avec la hauteur du second. 

Demonstration. Le sens direct se verifie par recurrence sur I'ordre des espaces 
brunniens iteres, la reciproque par recurrence sur la hauteur des arbres. 

□ 
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Remarque. Si le graphe generique d'un espace connectif est un arbre, tout noeud 
de celui-ci a au moins deux fils. 

La notion d'ordre d'un espace brunnien itere s'etend a tout espace connectif 
fini X. Pour cela, on commence par definir par recurrence Vordre dcs points 
gcncriqucs dc X : lcs points d'ordre sont ceux qui nc constituent l'origine 
d'aucune arete du graphe generique, autrcment dit ce sont les singletons de X ; 
pour tout n, un point generique u est d'ordre n + 1 si et seulement si n est 
l'ordre maximal des extremites v des arcs ayant ce point pour origine. 

Definition 6 L'ordre d'un espace connectif fini est l'ordre maximal de ses 
points generiques. 

2.3 Families connect ivement libres 

Definition 7 On dit qu'un ensemble de parties £ E V(T(X)) est (connecti- 
vement) libre si pour tout K E £, K est un connexe irreductible de I 'espace 
connectif (X, [£]). 

Cette definition, qui s'etend immediatcmcnt aux families dc parties, si- 
gnific intuitivement que dans une famillc libre la connexite de certaines par- 
ties n'entraine pas celle des autres. Dans la suite, on note F(X) = {£ E 
V(T(X)),£ est libre}. Les propositions suivantes decoulent immediatement des 
considerations precedentes. 

Proposition 7 Si £ E F(X) et si AgT(X)\ [£}, alors £ U {A} E F(X). 

Proposition 8 Si X est un ensemble fini, V application K(X) — > F(X) definie 
par K, i— > G/c* est une bijection, de reciproque £ i— » [£]. 

2.4 Enumeration des espaces connectifs finis 

On se propose maintenant de decrire rapidement un precede d'enumeration 
de l'ensemblc des structures connectives (integres) de support l'cnscmble fini 
X n = {l,...,n}. D'apres la proposition precedente, cette enumeration est 
cquivalcntc a celle de l'cnscmble F{X n ). Cominencons par munir 1'cnscmblc 
fini T(X n ) d'une relation d'ordre totale, par exemple la relation ^ definie en 
posant, pour tout L E T(X n ), S(L) = J2keL ^ k et: pour tout couple (Li,L 2 ) de 
parties de X n a plus de deux elements, L\ < L 2 S(Li) < S(L 2 ). 

On munit alors l'ensemble F(X n ) d'une relation d'ordre partielle =^ en po- 
sant, pour tout couple (£, K.) d'ensembles libres de parties a au moins deux 
elements de X n , 



Lorsque la relation £ =4 K, est satisfaite, nous disons que K, complete £ 
a droite. On considere alors l'application $ : F(X n ) — > T , (F{X n )) qui a tout 
£ E F{X n ) associe l'ensemble des families libres qui completent £ a droite : 
$(£) = {ICE F(X n ),£ 4 K}. Posant, pour tout £ E F(X n ), 




a(£) = {Ae T(X n ),VL e £, L r< A} \ [£}, 



6 



on a 

$(£) = {£}U |J HCU{A}). 

En particulier, lorsque er(£) — 0, on a $(£) = {£}. Ceci fournit alors un 
precede recursif d'enumeration des ensembles <&(£), et en particulier de $(0) = 
F(X n ), done de K{X n ). 

En utilisant ces idees, nous avons implements un programme fonde sur une 
procedure recursive, et nous avons notamment obtenu les resultats suivants. 
Notant s n = card(K(X n )) = card(F(X n )) le nombre de structures connectives 
distinctes sur un ensemble a n elements etiquetes, c n — card({K € F(X n ), X n G 
[/C]}) le nombre de ces structures pour lesquelles l'espace entier est lui-meme 
connexe, f n — max£ g p(x„) card(C) le nombre maximal de parties connexes 
irreductibles non reduites a un point pour un support a n points, on a 

si = 1, s 2 = 2, s 3 = 12, s 4 = 420, s 5 = 254076, 

ci = 1, c 2 = 1, c 3 = 8, c 4 = 378, c 5 = 252000, 

/ 1 =0,/ 2 = l ) / 3 = 3,/4 = 6,/ 5 = 13. 

Remarquons que, pour n > 2, le nombre k n — card({K S F(X n ), X n G /C}) 
des structures connectives sur X n pour lesquelles l'espace entier est un connexe 
irreductible verifie k n — s n — c„, puisque l'application K i— * /C U {X„} realise 
une bijection entre les structures non connexes et les structures irreductiblement 
connexes. 

Le nombre /s = 13 est par exemplc illustre par la structure connective sur 
X 5 definie par JC = [{1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,5}, 
{1,3,5}, {2,3,5}, {4,5}, {1,4,5}, {2,4,5}, {3,4,5}]. 

Le site On-Line Encyclopedia of Integer Sequences de Neil J. A. Sloane 
contient en outre la valeur de Sq, calculee en 2002 par Wim van Dam [3 [S] : 
sg = 17199454920. En notant p n le plus grand facteur premier de s n , on re- 
marque que Ton obtient une suite de nombres premiers dont les premiers termes 
croissent rapidement [9] : -pi = 2, p 3 = 3, p4 — 7, P5 = 683, p§ — 143328791. 

On doit egalement a Wim van Dam [5] le calcul des premiers termes de 
la suite, notons-la t n , donnant le nombre de structures connectives sur X n a 
isomorphisme connectif pres : ti = 1, t% = 2, t% = 6, £4 = 47, ts — 3095, 
< 6 = 26015236. 

3 Representation par entrelacs 

On ne considere dans cet article que les entrelacs apprivoises (tame links). 
Un entrelacs E a nl composantes est la classe d'equivalence par isotopie am- 
biante d'un plongement E dans R 3 (ou dans la sphere a trois dimensions S 3 ) 
de l'union finie disjointe de n copies, numerotees de 1 a n, du cercle S . C'est 
aussi la classe d'equivalence de E modulo les homeomorphismes de l'espace entier 
conservant l'orientation, que nous appellerons simplement les homeomorphismes 
ambiants. Un entrelacs est done defini par la donnee simultannee de n plonge- 
ments disjoints du cercle qui constituent les composantes (du representant E) 
de l'entrelacs E, que nous noterons Ei, E%, . . . , E n . Nous identifierons E au n- 
uplet (Ei,E2, ■ ■ ■ ,E n ). On note £ n l'ensemble des entrelacs a n composantes, 
et £ = (J nl £ n l'ensemble des entrelacs. Etant donne une partie non vide I 
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Fig. 3 - Entrelacs de Brunn a trois composantes 



de X n = {1, . . . .n}, on note Ei l'entrelacs a card(I) composantes defini par 
Ei = (Ei) ie i. 

Etant donne un plongement particulier E dcfinissant un entrelacs E et 4> 
un homeomorphisme ambiant, nous noterons simplement 4>{E) = (4>(Ei))u n le 
plongement compose <f> o E. Nous dirons que le plongement E est inclus dans 
une partie T de l'espace pour exprimer Pinclusion E(\_\ i S 1 ) =\J i E i (S 1 ) C T. 

Nous dirons qu'un entrelacs E G E n est separable (splittable) s'il existe une 
partition de X n en deux ensembles disjoints non vides I et J, un hyperplan 
(ou, si l'on travaille dans S 3 , une sphere) H et un homeomorphisme ambiant 
(f) de l'espace tels que (j>{Ei) et 4>(Ej) se trouvent de part et d'autre de H. Si 
l'on peut de la meme fagon separer toutes les composantes de E, celui-ci est dit 
completement separable. Un entrelacs non separable sera dit inseparable. 

Definition 8 (Connectivity space associated to a link) La structure connec- 
tive d'un entrelacs a n composantes E est la structure connective de l'espace 
connectif (X n , fCjj.) definie par 

ICg* = {I G T(X n ),Ej est inseparable}. 

Nous dirons aussi que (X n ,IC^) est /'espace connectif associe a l'entrelacs E, 
ou que l'entrelacs E represente l'espace connectif (X n ,IC^). 

Definition 9 L'ordre connectif d'un entrelacs est I'ordre de l'espace connectif 
associe. 

Exemples. 1. La structure connective d'un nceud quelconque, c'est-a-dire d'un 
entrelacs ayant une seule composante, est celle de l'espace connectif a un point. 
2. En 1892, Hermann Brunn [12] a considere pour tout nl l'entrelacs construit 
selon le meme principe que l'entrelacs a trois composantes represente sur la fi- 
gure [3] Nous appellerons cet entrelacs l'entrelacs de Brunn a n composantes. 
En 1961, reprenant Petude topologique des entrelacs de Brunn, Hans Debrun- 
ner [TS] a considere plus generalement ce qu'il a appele les entrelacs de type 
brunniens ou plus simplement entrelacs brunniens . En termes connectifs, 
les entrelacs brunniens sont precisement ceux dont la structure connective est 
celle que, pour cette raison, nous avons qualifiee de brunnienne (d'ordre 1). 
L'entrelacs borromeen (figure [T|) est distinct de l'entrelacs de Brunn a trois 
composantes, mais c'est aussi un entrelacs brunnien. Le psychanalyste frangais 
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Fig. 4 - Un collier separable 



Jacques Lacan [T] a considere successivement ces deux entrelacs pour illustrcr 
la borromeanite. Ainsi, de meme que la notion de type brunnien introduitc 
par Debrunner, l'idee de borromeanite chez Lacan semble bien etre de nature 
connective. C'est ce qui nous a conduit, dans 1'article [BJ, a poser la definition 
suivante. 

Definition 10 On appelle espaces connectifs lacaniens les espaces connectifs 
admettant une representation par entrelacs. 

Definition 11 On appelle collier a n composantes tout couple (E,T), oil T C 
R est un tore solide et E = (E%, . . . , E n ) definit un plongement de I'entrelacs 
E a Vinterieur de T tel que 

- E n'est pas contenu dans une partie simplement connexe de T , 

- pour tout i £ {1, . . . , n\, il existe une partie simplement connexe de T qui 
contient (Ej)j^i. 

Remarque. II est equivalent de dire que E constitue une partie essentielle de T 
mais que, pour tout i £ {1, . . . , n}, (Ej)j^i est une partie non essentielle de T 
(sur la notion de partie essentielle, voir [14] . p. 110). 

Exemples. 1. L'entrelacs forme de deux cercles non entrelaces peut etre represente 
par un collier (figured]). Plus generalement, l'entrelacs completement separable 
a n composantes peut etre represente par un collier (voir par exemple, parmi 
les centaines d'entrelacs de toutes sortes dessines par le mathematicien Pierre 
Soury celui du texte 50, page 1 de [TB]). 

2. Les approximations furies du collier d'Antoine (Antoine's Necklace) obte- 
nues a chaque etape de sa construction constituent autant de colliers (finis). 

3. L'entrelacs de Brunn a n composantes se represente par un collier (E,T) 
que nous appellerons le collier de Brunn. Pour n — 1, le collier de Brunn se 
reduit au noeud trivial. Pour n = 2, on obtient (apres Taction d'un isotopie 
ambiante adequate) l'entrelacs represente sur les figures |6j et [71 Remarquons 
que le collier de Brunn a deux composantes n'est pas le collier brunnien a deux 
composantes le plus simple, l'entrelacs nomme 4^ dans la table de Tait etant lui 
aussi un tel collier (voir les figures [S] et [5]) . 

Soit maintenant F le plongement dans T de n copies du tore solide de 
reference Tq = D 1 x S 1 obtenu en remplacant chaque composante Ei(S 1 ) du 
collier de Brunn E par un voisinage tubulaire i^(Tb) de rayon suffisament pe- 
tit. Le plongement F constitue ainsi un entrelacs brunnien de n tores solides , 
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Fig. 5 - Quelques composantes d'un collier de Brunn solide 




GO 



Fig. 6 - Un diagramme du collier de Brunn a deux composantes 



que nous appellerons le collier de Brunn solide a n composantes (la figure [H] 
represente quelques composantes formant une partie d'un tel collier). 

Dans la suite, A et B designant deux parties de l'espace, nous dirons que A 
tranche B s'il existe une partie simplement connexe de B contenant B \ A. II 
est immediat que toute partie de l'espace qui tranche le tore solide dans lequel 
est inscrit un collier tranche egalement une composante au moins de ce collier. 
Nous admettrons que cette propriete continue d'etre verifiee pour les colliers de 
Brunn solides : toute partie de l'espace qui tranche le tore solide dans lequel est 
inscrit un collier de Brunn solide tranche egalement une composante au moins 
de ce collier. 



Theoreme 9 L 'union brunnienne d'une famille finie d'espaces connectifs finis 
representables par des colliers est elle-meme representable par un collier. En 
particulier, les espaces brunniens iteres sont lacaniens. 
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Fig. 10 - Un entrelacs d'ordre 8 



Demonstration. Soit (X.i)u p une famille de p espaces connectifs finis, chacun 
d'eux etant representable par un collier (E l ,Ti), avec E l = (E\, . . . ,E^.), oil 
ni est le nombre de points de l'espace X*. On peut chosir chaque tore solide 
Tj de fagon a ce qu'il coincide avec la i-eme composante d'un collier de Brunn 
solide a p composantes inscrit dans un tore solide T. La famille E — (E*) oil 
lip et ljni constitue alors l'entrelacs cherche. En effet, le complementaire d'une 
partie simplcment connexe V du tore T tranche necessairement l'un des Ti, 
done l'un des (Ej), de sorte que la famille E ne peut etre contenue dans une 
partie simplement connexe de T. De plus, si (£^°) designe un nceud quelconque 
composant E, la famille (■E , ])(i.j)^(i ,j ) es * constitute d'une part des entrelacs 
E % pour i ^ i et d'autre part des Ej° pour j ^ j . Les entrelacs consideres 
etant brunniens, on peut alors deplacer par isotopie ambiante ces differentes 
composantes de fagon a mettre en evidence leur inclusion dans une partie sim- 
plement connexe du tore solide T. Ainsi, E est bien un collier. Enfin, d'apres ce 
qui precede, les seules sous-families non vides inseparables de E sont les E % et E 
elle-meme, de sorte que la structure connective de E est bien celle de |±l lip Xj. 
La seconde affirmation en decoule immediatement, par recurrence triviale. 

□ 

Exemples. 1. Un entrelacs a n composantes a un ordre connectif inferieur ou 
egal a n — 1. Void un exemple oil l'ordre maximal est atteint. Soit X l'espace 
connectif de support {xi, ...,!„} dont le graphe generique comporte, outre les 
singletons, n — 1 points generiques y%, . . . , y n -i et dont l'ensemble des aretes est 
A = {(yi, Vi-i), i = 1, • • • , n - 1} U {(j/i, x i+ i), i = 1, . . . , n - 1}, oil on a pose 
yo = X\. X est un espacc brunnien d'ordre n — 1, e'est done un espace lacanien 
representable par un entrelacs E = {E\, E%, . . . , E n ) presentant la propriete 
suivante : si Ton coupe Ek, la famille {Ex, . . . , Ek-i) reste entrelacee tandis que 
les Ek+i , • ■ ■ , E n se separent les uns des autres. La figure [10] represente un tel 
entrelacs pour n — 9. 

2. L'entrelacs de la figure fTTI est un borromeen de borromeen , d'ordre 
connectif egal a 2. 
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Fig. 11 - Un borromeen de borromeen 



3. La structure connective sur {a, b, c, a', b' , c'} qui admet pour points generiques 
u = {a, b}, v — {b, c}, u' — {a',b'}, v' — {b',c'} et x = {it, n'est pas 

brunnienne, mais est facilement representable par un collier. 

3.1 Une conjecture 

Conjecture. Tout espace connectif fini est lacanien. 

J'ai formule cette conjecture pour la premiere fois lors de la conference |11) . 
puis dans Particle [H]. 
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